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Derivadas

f(x)

fla) fla)

> w é o declive da recta que passa pelos pontos de
abcissa a e x do gréafico de f.

> f é derivavel em a se, quando x tende para a, essa recta
tender para uma recta (n3o vertical).

» Essa recta, se existir, chama-se recta tangente ao grafico de f
no ponto (a, f(a))
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Definicao de funcao derivavel e recta tangente ao grafico

f(x)=f(a)

o (e esse

> Diz-se que f é derivavel em a sse existe lim
X—a
limite é finito).

» Chama-se derivada de f em a a lim

f(x)=f(a)
x—a  X—4 (

notacdo: f'(a))

» Diz-se que uma funcdo é derivavel sse é derivavel em todos os
pontos do seu dominio.
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Definicao de funcao derivavel e recta tangente ao grafico

» f’(a) é o declive da recta tangente ao grafico de f em

(a,7(a)).

» Uma equagdo da recta tangente ao grafico de f em (a, f(a)) é
y = f(a)+ f'(a)(x — a).
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Derivadas

A funcdo f : R — R definida por f(x) = |x| ndo tem derivada no
ponto 0

x—0+ x—0 x—0— x—0
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Derivadas

A funcdo f : R — R definida por f(x) = {

n3o tem derivada no ponto 0

Matematica M1029




Derivadas

A funcdo f : R — R definida por f(x) = /x tem derivada +oo em
x=0

= lim
x—0t

lim
x—0*

Vx
X
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Derivadas

A funcdo f : R — R definida por f(x) = v/x2 n3o tem derivada
emx =0

A /X2 ) 3 X2 ] 1 . 3/X2
m — im — =+ooe lim
x—0t X x—0*t | X x—0+ \/)? x—=0— X

= —0
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Derivadas: exemplos

Sejaf: R — R

X —> X2
> f'(3) = lim X-F _ |im x+3=6
x—3 x=3 x—3
2.2
» / pr— 1 7)( —a p— 1 pr—
f (a) )![)na X—a >I<T>1a X+a 2a

» Uma equacdo da recta tangente ao grafico de f em (3,9) é
y =9+6(x —3).

» Uma equacido da recta tangente ao grafico de f em (a, a) é
y = a® +2a(x — a).
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Derivadas

Proposicao: Se f é derivavel em a, ponto do interior do dominio
de f, ent3o f é continua em a.

Nota: Uma funcdo pode ser continua num ponto e n3o ter
derivada nesse ponto (ver exemplo anterior).
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Derivadas

Proposicdo: Se f e g sdo funcdes derivaveis em a, entdo f + g e
f - g sdo funcdes derivaveis em a e

(f+g)(a) = f'(a) + &'(a)
(f-8)'(a) =f'(a) - g(a) + f(a) - &'(a)
Se g(a) # 0 entdo /g é derivavel em a e

(£) (= F1el50)1a)-g6)

g (g(a))?
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Derivadas: exemplos

» Para qualquer ¢ € R, a funcdo constante x — ¢ é derivavel e
a sua derivada é a funcdo nula.

» Se f é uma funcdo derivavel, entdo, para qualquer c € R, a
funcdo x — cf(x) é derivavel, e (cf)'(x)=cf"(x).

> Para a € R, a funcao x — x? é derivavel e a sua derivada é

x — ax?7L,

A func3o exponencia x — e* é derivavel e (&¥)" = &*.

A funcido seno é derivavel e sen’ x = cos x.

A funcdo cosseno é derivavel e cos’ x = —sen x.

1
cos2 x

vV v.v Yy

A funcdo tangente é derivavel e tg’ x
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Derivadas

Proposicdo: Se f é derivavel em a e g é derivavel em f(a), entdo
gof éderivivel em ae (gof)(a)=g'(f(a))-f'(a).
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Derivadas: exemplos

f(x) =x°

F(x) = /x(= x¥)
F(x) = &(=x?)
f(x) = 3x°
f(x)=5x*>—L+8
f(x)=(3x+5)(2x +1)
f(x) = &5

f(x) = x%sen x
f(x) =5

f(x) = e“y/x cos x
f(X) _ logx

Matematica M1029

(
f(x —3><6x5—18x

) =
) =
) =
)
f'(x) = 10x +
f'(x) = 3(2X + 1) +2(3x +5)
)=
)
)=

F(x 2(5x—7)—5(2x+3)

5x 7)2
f'(x _2xsenx+x oS x
! x2e —2xe 1 2
f (X X e eXe — X 2 F)
! _ e
f'(x) = €& xcosx+ 7/ COS X
—eXy/xsenx

N

X log x

fI(X): x 2f _ 2y/x—/xlogx

2x2




Derivadas: exemplos

> h(x) = (x+3)° h=gof, onde g(x) =x>e f(x) =x+3.
H'(x) =5(x +3)*

» h(x) = cos(2x? +3x); h=go f, onde g(x) = cosx e
f(x) = 2x% + 3x.
H'(x) = —(4x + 3)sen(2x? + 3x)

> h(x)=eV*; h=gof, onde g(x) = e e f(x) = /x.

H(x) = ﬁeﬁ

» h(x) = log(x?>senx); h=gof, onde g(x) =logx e
f(x) = x?sen x.

h/(X) __ 2xsen x+x2 cos x
x2 sen x

» h(x) =sen3x; h=gof, onde g(x) = x> e f(x) = sen x.
h'(x) = 3sen? x cos x
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Derivadas: exemplos

Seja f: R\ {0} — R . Determinar os pontos onde as rectas

X - L

X
tangentes ao grafico de f sio paralelas a recta de equacdo
4x + y = 7 e determinar equacdes dessas rectas tangentes.

>
| 2
>
>

O declive da recta dada é —4.
Duas rectas sdo paralelas sse tém o mesmo declive.
! _ 1 _ _ 1 _ 1

Ent3o os pontos onde as rectas tangentes ao grafico de f sao
paralelas a recta de equacdo 4x + y = 7 sdo os pontos de
. 1 1 rm s (1 1
abcissa 5 e —3, isto é, (5,2) e (—35,—2).
Equacdes das rectas tangentes nesses pontos sao

y:2—4(x—%)ey:—2—4(x+%).
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Derivadas: resultados importantes

» Se f :]a, b[— R tem um maximo ou um minimo local em xp
e f é derivavel em xp, entdo f'(xo) = 0.

» Mas: pode acontecer f/(xg) = 0 sem que f tenha um maximo
nem um minimo local em xg.
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O integral definido. Objectivo

» Objectivo: definir e calcular a drea da regido limitada pelo
grafico de uma func3o limitada e continua num intervalo,
como na figura.

a b

» Partimos da area de um rectangulo e tentamos aproximar
aquela regiao por rectangulos.

» Comecamos pelo caso em que f é positiva.

» Notac3o: fabf ou fab f(x)dx
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Caso em que a funcdo nao é positiva

> Se f n3o é sempre positiva:

ﬂ\ A
b
a ch

> [P f(x)dx ja ndo corresponde a érea limitada pelo gréfico de f
> No caso da figura, Aj + Ay + Az = [Sf— [Tf+ [PF.

Matematica M1029



Integrais definidos: propriedades

Seja f uma funcdo integravel em [a, b].
» f é integravel em qualquer intervalo fechado contido em [a, b].
> Para qualquer ¢ € [a, b], tem-se [{ f(x)dx =0

» Para qualquer c € [a, b], tem-se
[P F(x)dx = [ f(x)dx + [2 F(x)dx.

a c b

» Para qualquer ¢ € R, tem-se fab cf (x)dx = cfab f(x)dx.
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Integrais definidos: propriedades

Sejam f, g funcdes integraveis em |[a, b].

> [PF(x)+ g(x)dx = [P F(x)dx + [2 g(x)dx

Matematica M1029



Teorema Fundamental do Calculo

Se f :[a,b] — R é continua e F : [a,b] — R é tal que F/ = f,
entdo

b
/a f = F(b) — F(a)
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Exemplo

Célculo da érea a cinzento (A)

3
Uma vez que (33) = 7,

3x2
8 2
A /—dX—[E‘|_—E—O—§
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Exemplo

Célculo da érea a cinzento (A)

A= ffﬁz cos x dx = [sen X]j:if/z =
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Exemplo

Célculo da érea a cinzento (A)

>

wIiN
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Exemplo

Célculo da érea a cinzento (A)

1

A=Y ﬁ dx = [arctg x| Z
=n/4—(—7/4) =7/2

, = arctg 1 — arctg(—1)
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Exemplo

Célculo da érea a cinzento (A)




Exemplo

Célculo da érea a cinzento (A)

A= [§xdx— [35dx+ [F4—xdx— [ dx
=[x = joxt [ A—x—Fdx= [F R der [Ja— %ok
= [5ES +ax - FEE =2
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Exemplo

Célculo da érea a cinzento (A)

**-3x3+2x%3

Como (X—5—£+2T)<3)/:x4—3x3+2x2e

5 4
5 4 3
(- +3) =x"-33+2x

1 2
A= / (x* = 3x® 4+ 2x?) dx — / (x* = 3x® + 2x?) dx
0 1
x5 3t 23 x5 3t a3, 1
AT TR N R R B
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Exemplo

Célculo da érea a cinzento (A)

3

= [T (1 + cos x) dx — [7/*(1+sen x) dx+f5ﬂ/4(1+sen x) dx —
f574/4(1 + cos x) dx + f5ﬂ/4(1 + cos x) dx — f57r/4(1 + sen x) dx

i
- f07r/4(cosx —senx)dx + f:ﬂ“(sen x — cos x) dx + f52;r/4(cosx -
sen x) dx
= [sen x + cos X]X /4 + [~ cosx — sen X]fr%4 + [sen x + cos x]§§/4

=V2-14+2V2+1+V2=4V2
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