


Conjuntos de nameros reais

» O conjunto dos nimeros naturais representa-se por N,
N=1{1,2,3,---}.

Temos ainda

No = {0,1,2,3,- ).

» O conjunto dos niimeros inteiros representa-se por 7,
Z={----3,-2,-1,0,1,2,3,,----}.

Temos ainda
7t =11,2,3,,----}.
7 ={----3,-2,—1}.
Zs =1{0,1,2,3,,---1}.
Zo =1----—3,—-2,-1,0}.
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Conjuntos de nameros reais

» O conjunto dos nimeros racionais representa-se por Q e pode
ser caraterizado de diferentes maneiras:

> Q=1{7:mnecZen#0}.
» Q = { dizimas finitas ou infinitas periddicas }.
> Q = {x, tal que xp é solucdo de uma equacdo algébrica do 1°
grau }.
Temos ainda

Q" ={qe€Q:q>0}
Q" ={q€Q:q<0}
Q) ={q€Q:q>0}.
Qy =1{9€Q:q<0}.
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Conjuntos de nameros reais

» O conjunto dos nGmeros irracionais representa-se por R\ Q e
pode ser caraterizado de diferentes maneiras:

» R\ Q = { dizimas infinitas n3o periddicas }.

» R\ Q= {x, tal que xp é solucdo de uma equac3o algébrica de
grau maior que 1 ou nao é solucao de qualquer equacao
algébrica }.

Temos ainda
R\QT ={xeR\Q:x > 0}.

R\Q™ ={xeR\Q:x <0}
R\Qf = {xeR\Q:x >0}
R\Qy ={xeR\Q:x <0}
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Conjuntos de nameros reais

» O conjunto dos nimeros reais representa-se por R e é
formado pelos niimeros racionais e pelos niimeros irracionais.

» Os nameros x, tais que xp € solucao de uma equacao algébrica
de 1° grau ou de grau superior chamam-se niameros
algébricos. Por exemplo, v/3 é um nimero algébrico pois é
solucdo da equac3o x°> — 3 = 0.

» Os nimeros x, que nao é solucao de qualquer equacao
algébrica chamam-se transcendentes. Por exemplo, mostra-se
que ™ é um numero transcendente.

Temos ainda
Rt ={x€R:x >0}

R™ ={xeR:x <0}
Ry = {x e R:x >0}
0 = {xeR:x <0}
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Conjuntos de nameros reais

» Chama-se intervalo, e representa-se por /, um conjunto de
nimeros reais tal que se a < b pertencemalea<c<b

entao o nimero ¢ também pertence a /.
» Os intervalos podem ser dos seguintes tipos:
intervalo limitado e fechado: [xp,x1] ={x € R:xp < x < x1}
intervalo limitado e aberto: [xp, xi1[={x € R: xp < x < x1 }
intervalo limitado, fechado a esquerda e aberto a direita:
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>
>

X0, X1

_X07X1

={xeR:x < x<x}
intervalo limitado, aberto a esquerda e fechado a direita:

={xeR:x<x<x}

mtervalo aberto e ilimitado a esquerda:
—oo,xi[={x €R:x < x1}

mtervalo fechado e ilimitado a esquerda:
—oo,x1] ={x€eR:x <xi}

intervalo ilimitado 3 direita e aberto:
|x0, +oo[={x € R: xo < x};
intervalo ilimitado a direita e fechado:
[x0, +oo[={x € R: xg < x}

R =] — 00, 400



Funcoes reais de variavel real

Uma funcao f diz-se uma funcao real se as imagens de f sao
nimeros reais. Uma funcao f diz-se de variavel real se os objetos
que f transforma s3o nimeros reais. Nesta unidade curricular

vamos apenas considerar funcoes reais de variavel real, ou seja,
funcoes f: A— B onde A, B C R.

» Sef: A— Bonde A, B C R, Achama-se o dominio de f e
representa-se por Df e B chama-se o conjunto de chegada
de f.

» Frequentemente uma funcao real é dada apenas através de
uma expressao; nesse caso considera-se que o dominio é o
maior conjunto onde a expressao faca sentido.

» Chama-se imagem de f ao conjunto
Imf ={f(x),x € A} ={y € B: existe x€ A: f(x) =y}

» Dados f: A—> B e S C A, chama-se restriciode f a S, e
representa-se por fs, a funcdo S — B .

x = f(x)
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Funcoes reais de variavel real - exemplos

» Sef: R — R , entdo Df = R, o conjunto de chegada é
X = X2

Relms= Rar.
> Se g(x) = vx —1entdo D, = [1,+o0] e Imf = R

> sen: R — R e h(x) = sen|_z =) entdo,
h: [-5,5] — R
X —  senx
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Funcoes injetivas e funcoes sobrejetivas

Consideremos a funcao f: A— B onde A, B C R.

» Diz-se que f é injetiva se elementos distintos de A tém
imagens diferentes, isto é, f(x) = f(x') = x = x'.

» Diz-se que f é sobrejetiva se Imf = B, isto é, qualquer
elemento do conjunto de chegada é imagem de pelo menos
um elemento de A.

» Diz-se que f é bijetiva se é sobrejetiva e injetiva.
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Funcoes injetivas e funcoes sobrejetivas - exemplos

» f: R — R nao é injetiva pois, por exemplo,
X = x°
f(2) = f(—2), e ndo é sobrejetiva pois, por exemplo, —1 n3o
é imagem de qualquer nimero.

» Mas ’C|Rg i IR{BL — R é injetiva embora nao seja

X = X
sobrejetivaej: R — Rar é sobrejetiva, embora nao seja
X = X

Injetiva.
> g(x) = +vx —1e h(x)=sen_z =y sdo funcdes injetivas.

272
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Funcoes - grafico

O gréafico de f: A — B é o conjunto {(x, f(x)),x € A}.

) (x, f(x))

Por exemplo, o graficode f: R
X

A
o
—

R é {(x,x?):xcR}.
X2
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Funcao injetiva - grafico

» f é injetiva se, para qualquer valor de B, a reta horizontal
com essa ordenada interseta o grafico de f no maximo num
ponto (pode n3o intersetar em qualquer ponto).

» Funcao injetiva

» Funcao nao injetiva

f(x)=f(x")=y
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Funcao sobrejetiva - grafico

» f é sobrejetiva se, para qualquer valor de B, a reta horizontal
com essa ordenada interseta o grafico de f em pelo menos um
ponto.

» Funcao sobrejetiva

» Funcao nao sobrejetiva
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Operacoes com funcoes reais de varidvel real

Sef: A — R eg: C — R entdo

x = f(x) x = g(x)
> f+g: Df_|_g — R
X —  f(x)+ g(x)
> f—g: Df_g — R

X —  f(x) — g(x)

f(x)
X g(x)

> Df_|_g:Df_g:ng:{X€DfeXEDg}e
Df ={x € Df,x € Dy e x # 0}.
g
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Exemplo - Operacoes com funcoes

Sef: Rf — R eg: R — R entdo
X = 4/x X = 2x

> f+g: Ry — R
X = /x4 2x
> f—g: Rf — R
X B 3/x—2x
> fg: Rar — R
X B 2xy/x
L. RY — R
g
X — e

2x
> Diig=Df ;=D ={xeR§ exe€ D} =R{ e
D ={xcRI,xcRex#0} =RT.
g

>
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Composicao de funcoes

Dadas duas funcées f: A— B e g: B— C chama-se
composta de g com f, e representa-se por go f (lé-se g apds f),
a funcdo go f: A — C definida por g o f(x) = g(f(x)).
» Exemplo:
Se f: R — R é definida por f(x) =y/xeg: R — R é
definida por g(x) = sen*(x), entdo go f: R — R é
definida por g o f(x) = sen*(y/x) e f o g: R — R é definida

por £ o g(x) = \/sen*(x) = sen?(x).
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Funcoes - funcao inversa

Dada uma funcao bijetiva, isto &, injetiva e sobrejetiva,
f: A— B, chama-se inversa de f, e representa-se por f 1, a
funcdo f~1: B — A definida por f~1(x) = (inico elemento de A

cuja imagem por f é x.
» Tem-seque fofl=idgeflof=lidg.
» O grafico de f~1 obtém-se reflectindo o grafico de f na reta
de equacao y = x.
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Funcao inversa - exemplos

» f: R — R é injetiva e sobrejetiva, sendo

X = 2x+5

g1 R — R

X — x—b

2
> g: IR{BL — IR{BL é injetiva e sobrejetiva, sendo
X B 43X

gl Ry — Ry
N T

» h: R — R ¢é injetiva e sobrejetiva, sendo
x = x3

Al R — R
X =

X
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Funcao inversa - exemplos

> sen_z = [-3,5] — [—1,1] éinjetiva e sobrejetiva,
X —  senx
sendo arcsen =sen~1: [-1,1] —

[-Z,Z
272
X —  arcsen x
> cosjo.: [0,7] — [—1,1] éinjetiva e sobrejetiva, sendo
X —  COSX
arccos =cos ' : [-1,1] — [0,7]
X —  arccos x

272

> gz =330 — R
X — g X
sendo arctg=tg™': R — ]-3.2
X = arctg x

é injetiva e sobrejetiva,
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Funcoes crescentes

Sejaf:A—R

» Diz-se que f é crescente em | C A se para x1,xp € |,
x1 < xo = f(x1) < f(x2).

a b c d

» Diz-se que f é estritamente crescente em | C A se para
x1,x2 €1, x1 < xp = f(x1) < f(x2).
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Funcoes decrescentes

Sejaf: A— R
» Diz-se que f é decrescente em | C A se para x1,x2 € [,
X1 < Xo = f(Xl) > f(Xz).
» Diz-se que f é estritamente decrescente em | C A se para
x1,x2 €1, x1 < xp = f(x1) > f(x2).
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Funcoes exponenciais

Lembremos que dado um ndmero real a, para qualquer nidmero

natural n
a"=axaxa----xXa
n vezes
paraa#0eneN,
a_n:i
an

eparaaERge%EQ
am = Y/an

Por exemplo, 22 =2 x2x2x2x2=16,6"2= 2% = 2

27 = V23 = V8.
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Funcoes exponenciais

Estando assim definido a9 para qualquer namero racional g # 0,

estendemos a funcdo para a € R* \ {1} a qualquer nimero real

x > 0 e obtemos a funcio exponencial de basea R — RT
X = a3

Graficosde R — R para a:2,4,%,%.

X — d

X

Observemos que a* é bijetiva, isto é, é injetiva e sobrejetiva, e que
é crescente se a > 1 e decrescente se a < 1.
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Funcoes logaritmicas

Chama-se funcao logaritmo de base a, e representa-se por log,, a
funcao inversa da funcao exponencial de base a. Assim,

log,b=c<= b=a"

Graficos de log, para a = 2,4,

N =

6
5
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Funcoes exponenciais e logaritmicas

Algumas propriedades (a, b € RT\ {1})
> XY = XY

> 2 = (a)
> a7 x = alx

> log,(xy) = log,x + log, y
> log,(x”) = ylog, x

> Ioga% = —log, x

> log, |, = log,x —log,y
» log,1=0

» log,(a*) = x

> aIogax — x

> log , x

= log, x
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Exponencial e logaritmo de base e

Consideremos o niimero e = limp_,o0 (1 4 £)" = 2,718....

A funcao exponencial de base e chama-se simplesmente funcao
exponencial e representa-se por € ou exp.

Analogamente, no caso do logaritmo de base e, em vez de log,

escreve-se log ou In.
Grificosde R — R e Rt — R
X = €& x = logx

e
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Resolucao de algumas inequacoes

> 33X <5

e3X<5<:>3x<|n5<ﬁx<%ln5.
> e < 3

2 <3¢ = e <3 <=x<In3 <= x<In3-1In2
> |Og1/5(6X) >O

6x > 0 e log; /5(6x) > logy /5 1 <
x>0ebx>1<x>¢.
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