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Programa:

1) Geometria

2) Trigonometria

3) Estatistica e métodos numéricos

4) Funcdes

5) Continuidade e derivadas de funcdes reais de uma variavel real
)

6) Derivacao e integracao
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Avaliacao

A nota final é a soma da classificacdo obtida em 3 testes ou a
classificacao de exame na época de recurso.

O primeiro teste totaliza 6 valores e os restantes 7. Para aprovacao nos
testes € necessario a soma de pelo menos a 9,50.

Na data prevista para o exame da época normal no calendario de exames
haverd uma prova com 3 partes, cada uma correspondente a um teste, na
qual os estudantes tém a possibilidade de repescar algum ou alguns dos
resultados anteriormente obtidos nos testes.

Para aprovacao no exame de recurso é necessario uma classificacao de
pelo menos 9,50 (em 20). O exame de recurso constara de 3 partes, cada
uma correspondente a um teste, na qual os estudantes tém a
possibilidade de repescar algum ou alguns dos resultados anteriormente
obtidos nos testes.

Um teste adicional, escrito ou oral, podera ser pedido para classificacoes

maiores ou iguais a 18 valores (em 20).
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Datas

Datas propostas para os testes:

1° teste: 23 de Outubro (a confirmar)
2° teste: 27 de Novembro (a confirmar)

39 teste: 18 de Dezembro

Os dois primeiros testes serdao na primeira hora das aulas tedricas,
portanto das 9 as 10, o ultimo teste serd das 11 4s 12. A sala sera
confirmada mais tarde se sera a sala usual ou nao.
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Referencial ortonormado do plano

Um referencial ortonormado do plano consiste em duas retas
graduadas e orientadas do plano, chamadas eixos do referencial,
que se intersetam perpendicularmente num ponto O, chamado
origem das coordenadas. As retas estao graduadas usando uma
unidade de medida (centimetro, metro, quadradinho, etc).

O eixo horinzontal é normalmente referido como eixo dos xx e o
vertical como eixo dos yy.
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Coordenadas cartesianas

Cada ponto do plano pode ser localizado no referencial cartesiano
por um par de nameros reais, chamado as coordenadas do ponto.
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A primeira coordenada chama-se abcissa do ponto e a segunda
coordenada chama-se ordenada do ponto.

O referencial divide o plano em quatro quadrantes, ordenados
conforme mostra a figura.
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Coordenadas cartesianas

A origem do referencial tem coordenadas (0,0) e, por exemplo, o

ponto C (5,-4) estd 5 unidades a direita da origem e 4 unidades
abaixo do eixo dos xx.

Indique as coordenadas dos restantes pontos.

4/1\]5'
" F
s 3 .
A
1 ]
.
] ¥ 0 1 3 3 4 = X
D
) 3
-4 e C

Matematica M1029



Referencial ortonormado do espaco

Analogamente, um referencial ortonormado do espaco consiste
em trés retas graduadas e orientadas, chamadas eixos do
referencial, que se intersetam perpendicularmente num ponto O,
a origem das coordenadas.

Os eixos no plano horinzontal sido referidos como eixo dos xx e
eixo dos yy, sendo o eixo perpendicular a esse plano o eixo dos
zz.
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Os pontos do espaco podem ser localizados por um terno de
nameros (xg, Yo, Z0), as coordenadas do ponto, representando z a
distancia do ponto ao plano horizontal.
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Distancia entre dois pontos no plano

A distancia entre dois pontos do plano pode ser calculada a partir
das respetivas coordenadas.

Bix,y:)

Observemos que como o ponto C tem a mesma ordenada que A e
a mesma abcissa que B entao o triangulo ACB é retangulo em C.
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Distancia entre dois pontos no plano

Observemos ainda que como o ponto C tem a mesma ordenada
que A entao a distancia de A a C é igual a diferenca de abcissas,
isto é, |[xo — x1|. E como C tem a mesma abcissa que B, a distancia

de B a C é igual a diferenca de ordenadas, isto é, |y> — y1|.
'y
Bixz,y:)
s - ¥
Cix, 1)
b
x
Xz = Xa
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Distancia entre dois pontos no plano

Ent3o podemos calcular d(A, B), a distancia entre A a B usando o
Teorema de Pitagoras: Num triangulo retangulo, o quadrado da
hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

yr- ¥
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Assim,
d(A, B)? = (xa —x1)* + (y2 — y1)*.
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Distancia entre dois pontos no plano

Portanto, a distancia entre A(x1, y1) a B(xo, y») é igual a

d(A, B) \/(Xz —x1)* + (y2 —y1)*

Por exemplo, se A tem coordenadas (2,1) e B tem coordeandas
(3,7), a distancia de A a B é igual a

d(A,B) = /(3 —2)2+ (7~ 1)2 = V12 + 62 = V/3T.
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Ponto médio do segmento AB

O ponto médio do segmento AB é o ponto do segmento AB
que esta a igual distancia de A e B.

Se A tem coordenadas (xi, y1) € B (x2, y2) entdo o ponto médio M

do segmento AB tem coordenadas (%1722, 11)2),

Por exemplo, se A tem coordenadas (2,1) e B tem coordeandas
(3,7), entdo o ponto médio M de AB tem coordenadas (2,4).
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Circunferéncia

A circunferéncia centrada em C e de raio r é o conjunto dos
pontos do plano que estao a distancia r de C.

A,

Plac)

- b

Se C tem coordenadas (a, b), entdo os pontos P(x, y) que
pertencem a circunferéncia sido os pontos para os quais se verifica

\/(X—a (y —b)2=r

ou seja
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Circunferéncia

Por exemplo, os pontos que pertencem a circunferéncia de centro
(2,3) e raio 5 sdo os pontos P(x, y) para os quais se verifica
(x —2)° + (y — 3)% = 25.

Analogamente, os pontos P(x, y) para os quais se verifica
(x —2)? + (y + 3)? = 4 sdo os pontos que pertencem 3
circunferéncia de centro (2, —3) e raio 2.

E os pontos P(x,y) que pertencem a circunferéncia de centro na
origem (0(0,0) e raio v/2 s3o aqueles para os quais se verifica
x>+ y’ =2
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Circulo

O circulo centrado em C e de raio r é o conjunto dos pontos
que estao a distancia menor ou igual a r de C.

Se C tem coordeandas (a, b), entdo os pontos P(x,y) que
pertencem ao circulo sdo os pontos para os quais se verifica

Jx—a2+(y—bR<r

ou seja

(x —a)* +(y - by <r
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Coroa circular

Se C tem coordenadas (a, b), entdo os pontos P(x, y) para os
quais se verifica (x — a)? + (y — b)? > r? s3o os pontos que est3o
no exterior ou sobre do circulo centrado em C e de raio r.

/

O desenho mostra dois circulos com o mesmo centro e pinta a rosa
0s pontos que estao no interior do circulo de raio R e no exterior
do circulo de raio r. Assim os pontos P(x,y) marcados a rosa sdo
0s pontos para os quais se verifica

(x—a)+(y—b)?>r’e(x—a)P+(y—b? <R

isto é

r* <(x—a)*+(y— b <R
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Exemplos
Os pontos P(x, y) para os quais se verifica (x —1)? 4+ (y +5)? = 1
sdo os pontos da circunferéncia de centro (1, —5) e raio 1.

Os pontos P(x, y) para os quais se verifica

(x— 3 +(y ~7) <16

s30 os pontos do circulo de centro (3,7) e raio 4.
Os pontos P(x, y) para os quais se verifica
(x —3)*+ (y + 3)* > 100
sdo os pontos exteriores ao circulo de centro (3, —3) e raio 10.
Os pontos P(x, y) para os quais se verifica
4< (x—1)P2+y* <25

sdo os pontos da coroa circular de centro (1,0) limitadas pelas

circunferéncias de raios respetivamente 2 e 5.
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Elipse

Uma elipse é o conjunto dos pontos cuja soma das distancias a
dois pontos fixos F1, Fo é igual a um comprimento dado 2a maior
que a distancia de F; a Fs.

pd

Se F1 = (—c,0), F, = (c,0), os pontos P = (x, y) que pertencem
a elipse s3o os pontos para os quais se verifica

X2 N y2 .
a2 b2
onde b? = 3% — 2.
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Distancia entre dois pontos no espaco

Analogamente, a distancia entre dois pontos do espaco pode ser
calculada a partir das respetivas coordenadas.

Se dois pontos P e Q tém a terceira coordenada igual, isto é, se
estao no mesmo plano horizontal, entdo a distancia entre os
pontos P e @ no espaco ¢ igual a distancia das suas projecoes no
plano z = 0 e pode ser calculada usando a férmula para a distancia
entre dois pontos do plano.

Isto é, se P tem coordenadas (xi, y1,21) € Q@ tem coordenadas
(x2, ¥2,2z1) entdo d(P, Q) é igual a \/(x2 —x1)%2+ (y2 — y1)°.
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Distancia entre dois pontos no espaco

Consideremos agora o caso dos pontos P e  n3o estarem no
mesmo plano horizontal.

Se P tem coordenadas (x1, y1,21) € Q tem coordenadas
(x2, v2, 22), consideremos @', a projecdo de @ no plano z = z.
Entdo o ponto Q' tem coordenadas (x2, y»,21). Como P e Q'
estdo no mesmo plano horizontal, a distancia entre P e Q' é igual
a distancia entre os pontos (x1, y1,0) e (x2, y2,0), isto é

d(P, Q) = /(2 — x1)? + (y2 — )
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Distancia entre dois pontos no espaco

Observemos que, como Q' é a projecido de @ no plano z = z, as
retas QR e PQ’ sdo perpendiculares, logo o tridngulo PQ'Q é
retangulo em Q.

Ent3o pelo Teorema de Pitagoras, vem que

d(P,Q)* =d(P,Q)*+d(Q, Q).
Como d(Q, Q') = |z — z1|, obtemos

d(P, Q) = [(x0 — x1)° + (y2 — v1)?] + (o — z1)*.
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Distancia entre dois pontos no espaco

Assim, se P tem coordenadas (xi,y1,21) € @ tem coordenadas
(X2, ¥2, 22) entdo

\/(Xz —x1)* + (2 —n1)? + (22 — z1)°.

Por exemplo, se P tem coordenadas (2,1,5) e @ tem coordenadas
(2,2,7), a distdncia de P a Q é igual a

d(P,Q) = /(222 + (2 - 1)2+ (7 —5)2 = V02 + 12 + 22 = /5,
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Esfera

A esfera (oca) centrada em C e de raio r é o conjunto dos
pontos do espaco que estdo a distancia r de C.

Se C tem coordenadas (a, b, ¢), entdo os pontos P(x,y,z) que
pertencem a esfera sdo os pontos para os quais se verifica

Jx—a2+(y = bR+ (z—c)2=r

ou seja

(x—a) +(y— by +(z—c) =
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Esfera

Por exemplo, os pontos que pertencem a esfera de centro (2,3, 1)
e raio 5 sdo os pontos P(x,y,z) para os quais se verifica

(x —2)2+ (y —3)* + (z — 1)*> = 25.

Analogamente, os pontos P(x,y,z) para os quais se verifica
(x —2)? 4+ (y +3)? + z2 = 4 s3o os pontos que pertencem 3 esfera
de centro (2,—3,0) e raio 2.

E os pontos P(x, y, z) que pertencem a esfera de centro na origem
0O(0,0,0) e raio /2 sdo aqueles para os quais se verifica
X2+ y’4+2z2=2
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Esfera

A esfera solida centrada em C e de raio r é o conjunto dos
pontos do espaco que estao a distdncia menor ou igual a r de C.

Se C tem coordenadas (a, b, ¢), entdo os pontos P(x,y,z) que
pertencem a esfera sélida s3o os pontos para os quais se verifica

Jx—a2+(y = bR+ (z—c)2<r

ou seja
(x—a)’ +(y — b +(z—c)* <r2.
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Exemplos

Os pontos P(x, y, z) para os quais se verifica
(x =1+ (y +5)°+(z-4)° =1

sdo os pontos da esfera (oca) de centro (1, —5,4) e raio 1.

Os pontos P(x, y) para os quais se verifica

1
x =)+ =7+ (z+1)" <16

s3o os pontos da esfera sélida de centro (%, 7,—1) e raio 4.

Os pontos P(x, y, z) para os quais se verifica
(x =32+ (y+3)>+(z— 1) > 100

sdo os pontos exteriores ao circulo de centro (3, —3,1) e raio 10.
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Reta definida por dois pontos

Dados dois pontos A(xa, ya) € B(xg, yg) de uma reta r nao

- : YB—YA A4 :
vertical, com xg # x4, 0 quociente xo—x, € O Mesmo quaisquer

que sejam os pontos A e B da reta.

0

F

O nimero m = % chama-se declive da reta e d3 informacio
sobre a inclinacao da reta: a reta sobe para a direita se m > 0, a

reta desce para a direita se m < 0 e a reta é horizontal se m = 0.
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Reta definida por dois pontos

Por exemplo, a reta definida pelos A(2,5) e B(1,9) tem declive
_9-5

m= 71— = —4.

Como este quociente é igual quaisquer que sejam os pontos da

reta, podemos utiliza-lo para encontrar uma equacao para a reta

definida pelos dois pontos, isto é, uma equacao tal que todos os

pontos da reta sao solucao e os pontos que nao pertencem a reta

nao sao solucao.

Assim, se P(x,y) é um ponto qualquer da reta definida pelos
pontos A(xa, va) € B(xg, yg), temos

m:)/B_YA :y_)/A
XB — XA X — XA

e uma equacao da reta é

YB — YA Y — YA

XB — XA X — XA
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Equacao reduzida da reta nao vertical

Por exemplo, voltando ao exemplo anterior, a reta definida pelos
A(2,5) e B(1,9) tem equacdo

y—9
X —2

4.

Podemos escrever esta equacao de outra forma, multiplicando-a
por x — 2 obtemos

y —b=—4(x —2).

Observemos que
y—5=—-4(x—-2)<= y—-5b=—-4x+4+8<+=y=—4x+13.

A equacdo y = —4x + 13 cham-se equacdo reduzida da reta.

Matematica M1029



Equacao reduzida da reta nao vertical

A equacao reduzida de uma reta é uma equacao da forma
y = mx + b onde m é o declive da reta e b a ordenada do ponto
de abcissa 0, isto é, do ponto em que a reta corta o eixo dos vyy.

Por exemplo, a equacao reta que tem declive 5 e corta o eixo dos
yy no ponto (0,—2) é y = 5x — 2.

Se conhecermos o declive de uma reta s e um ponto na reta,
podemos encontrar a equacao reduzida da reta s como no exemplo

seguinte:
Por exemplo, se a reta s tem declive —3 e passa no ponto (—1,10),
entdo a equacao reduzida desta reta vai ser da forma y = —3x + b

e o ponto (—1,10) é solucao desta equacao,

isto ¢, 10 = -3 x (—1) + b.

Fazendo as contas, vem b = 7 e a equacao reduzida da reta é
y =-—-3x+17.
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Retas horizontais e retas verticais

Uma reta horizontal é uma reta paralela ao eixo dos xx. Neste
caso, o declive é 0, pois a reta nao tem inclinacao, e a equacao
reduzida da reta é do tipo y = b. Isto é, todos os pontos da reta
tém ordenada b e isso é o que carateriza a reta.

y=b

=3

Uma reta vertical é uma reta paralela ao eixo dos yy. Neste caso
nao faz sentido falar em declive da reta. O que carateriza a reta
vertical € todos os pontos terem a mesma abcissa e a equacao da

reta € do tipo x = a.
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Retas paralelas

Observemos que quaisquer duas retas verticais sao paralelas.

Duas retas nao verticais sao paralelas se tém a mesma
inclinacao, isto ¢, 0 mesmo declive.

||'“|

o

o
g |
i3
[,

| L -
A6

; ]I =

Por exemplo, as retas com equacoes y =2x + 3 e y = 2x — 8 sao
paralelas.
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Retas perpendiculares

Qualquer reta horizontal é perpendicular a qualquer reta
vertical.

No caso de duas retas r e s que nao sejam horizontais nem

verticais, tendo r declive m, e s declive ms, as retas sao

' _ _ 1
perpendiculares se m, = e

Por exemplo, as retas com equagdes y =2x +3 ey = —5Xx —
sao perpendiculares.
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Vetores no plano

» Dois segmentos AB e CD do plano, tendo A coordenadas
(a1,a2), B (b1,b2), C (c1,c) e D (di, d2), sdo paralelos se
existe um numero real k tal que
(bl — di, b2 — 32) = (k(dl — Cl), k(d2 — Cz)).

» Por exemplo, o segmento com extremos nos pontos de
coordenadas (2,1) e (3, 3) é paralelo aos segmentos,
respetivamente, com extremos em (5,4) e (6,6) e com
extremos em (—4,2) e (—3,4).

» Se considerarmos segmentos orientados, sendo o primeiro
ponto a origem do segmento, observamos que k > 0 se os
segmentos tém o mesmo sentido e k < 0 quando os
segmentos tém sentidos contrarios.

» Se dois segmentos orientados forem paralelos, tiverem o
mesmo sentido e o0 mesmo comprimento, entao k = 1, isto &,
as diferencas entre as coordenadas dos pontos extremos sao
iguais.
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Vetores no plano

Se o ponto A tem coordenadas (a1, a2) e B (b1, b2), o vetor

Ef /@ tem coordenadas (b; — a1, by — a2) e representa a
direcao, sentido e comprimento do segmento orientado AB.

o

A

Diz-se que o vetor AB tem comprimento |AB| sendo

AB| = d(A, B) = /(b1 — a1)? + (b2 — a)2.
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Vetores no plano - Produtor escalar ou interno

Dados dois vetores o/, de coordenadas (u1, ), e V, de
coordenadas (vi, v»), define-se o produto interno ou escalar de
U com V e representa-se por 1/ - V o ndmero real

7 - 7 = uivi + Ux V.

Por exemplo, o produto escalar dos vetores de coordenadas (1,2) e
(—3,5) éigualalx (—=3)+2x5=T7.

Observamos que para qualquer vetor

T =VT T
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Vetores no plano - Produtor escalar ou interno

Mostra-se que o produto interno ou escalar de dois vetores TeV

é igual a
U -V =|U||V]cosb

onde 6 é o angulo definido pelas direcoes e sentidos de UeV.

~Jv-ul

Assim, se o produto escalar de dois vetores nao nulos U eV for
igual a 0 entao as direcoes definidas por U e V sdo
perpendiculares e os vetores U e V dizem-se ortogonais.
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Simetrias ou Isometrias no plano

Chama-se isometria uma transformacao que mantém as
distancias, isto €, uma transformacao tal que a distancia entre os
objetos é igual a distancia entre as imagens.

Existem 4 tipos de isometrias ou simetrias no plano:

» translacao por um vetor
» rotacao

» reflexdo numa reta

>

reflexao deslizante

Nota: Os 4 slides seguintes s3o retirados de
https://pt.slideshare.net /estudamatematica/isometrias-11757371/2
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Translacao

A translacdo do plano associada a um vetor dado é uma transformacio
geomeétrica que transforma qualquer ponto P de plano num ponto P’ tal
que o segmente de reta de origem P e extremidade P’ tem a mesma
direcdo, comprimento e sentido do vetor dado.




Simetrias ou Isometrias no plano - Rotacao

Rotacao

* Dado o ponto O, centro da rotacdo e uma amplitude a, angulo de rotacao,
chama-se rotacdo de centro O e amplitude a a translacdo geométrica que
a um ponto P faz corresponder um ponto P’, tal que a distdnciade Oa P é
igual a de O a P’ A amplitude do dngulo orientado definido porP,Oe P’ é
igual a a. 4y

=11
..Ei
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Simetrias ou |sometrias no plano - Reflexdo

Reflexao

* Dada uma reta r (eixo de reflexdao), da-se o nome de reflexdao do eixo r a
transformacao geométrica que transforma os pontos de r em si proprios e
que, a cada ponto P ndo pertencentes a r, faz corresponder um ponto P’
tal que a distanciade Pa ré igual adistanciade P'are PP’ é

perpendicular ar.

reta

tigura
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Simetrias ou Isometrias no plano - Reflexao Deslizante

Reflexao Deslizante

Reflexao deslizante @ uma transformacdo geomeétrica resultante da
composicdo de uma reflexao de eixo r com uma translacao cujo vetor é
paraleloar.

AF iF iF AF
3 E 1 E 1 E 3k
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Simetrias ou Isometrias no plano

Diz-se que uma figura F do plano admite uma simetria se a
imagem de F por essa simetria coincide com F.

Por exemplo, as figuras seguintes admitem como simetrias as
reflexdes nas retas indicadas.

......................

A

Exemplos de eixos de simetria.

Imagem retirada da Wikipédia

Nos azulejos dos paldcios de Alhambra, em Granada, podem
encontrar-se os varios tipos de simetria.
https://www.alhambradegranada.org/en/info/galleryofphotographs/tiles.asp

Matematica M1029



Simetrias ou Isometrias no plano

A figura abaixo admite uma rotacdo de 45° como simetria. Quais
sao as outras simetrias da figura?

N

e
7N

7N

7

Imagem retirada de http://www.estudarmatematica.pt/2015/02/simetria-de-rotacao-ou-rotacional.html
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Simetrias ou Isometrias no plano

O friso abaixo admite como simetria uma translacao.

Imagem retirada de http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=13363

E a folha, se a imaginarmos infinita, admite como simetria uma
reflexao deslizante.

Imagem retirada de https://pt.dreamstime.com /imagens-de-stock-folhas-na-simetria-image14007944
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